o PROBLEMA DOS TRANSPORTES

O ALGORITMO DOS TRANSPORTES

e O Problema dos Transportes

O Problema dos Transportes € um problema classico de Programacao Linear:

Tem-se m ‘fontes de oferta® de um dado produto, que é
preciso abastecer a n 'pontos de procura’.

Conhecem-se os custos unitarios de transporte Cij associados
ao transporte de uma unidade da 'fonte'i (i=1,2, .., m) parao
‘ponto’ j (j=1,2, .., n) Conhecem-se as disponibilidades ai
associadas a cada 'fonte’ i e as necessidades bj associadas a cada
‘ponto’ j.

Pretende-se determinar o 'plano de transportes' que miniriiza
o custo total de transportes.

Fontes de Pontos de
oferta Procura
Disponibilidades Necessidades
a1 1 1 b1
a2 2 2 b2
aj i Cij J bj
Xjj=7?
n bn
m n
E 6bvio que é importante saber qual a relagdo entre X aj e Z bj.
i=1 j=1

¢ Se o total das disponibilidades for igual ao total das necessidades, diremos
estar perante um ‘problema equilibrado’ - apresentaremos o ‘Algoritmo dos

Transportes' que permite resolver Problemas dos Transportes equilibrados.
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e Se os totais das disponibilidades e das necessidades diferirem, estaremos
perante um 'problema desequilibrado’ - a sua resolucdo sera possivel, depois de
artificialmente equilibramos o problema.

Consideremos um Problema dos Transportes equilibrado. A sua formulagdo é
imediata:

Seja Xij a quantidade a transportar da 'fonte de oferta' i para o
'ponto de consumo' j.

O problema pode apresentar-se do modo seguinte:
m n

MIN C = Z I Cjj . Xj
i=1 j=1

sujeito a:

n

L xjj=aj (i=1,2,..,m) [1]

=

m

Z xjj=bj (j=1,2,..,n) [2]

i=1

Xjj = 0 [3]

De notar que a fungéo objectivo correspondera ao Custo Total correspondente ao
plano de transporte ' Xij '.

As m restricdes [ 1 ] dizem respeito a cada 'fonte de oferta’. A i-ésima resiricdo
diz respeito a i-ésima 'fonte de oferta’ e visa assegurar que o total enviado para os n 'pcntos
de procura’ é igual a capacidade dessa 'fonte de oferta’.

As n restricdes [ 2 ] dizem respeito a cada 'ponto de procura'. A j-ésima restricdo
diz respeito ao j-ésima 'ponto de procura' e visa assegurar que o total recebido das m 'fantes
de oferta’ é igual a necessidade desse 'ponto de procura'.

As m . n condi¢cbes [ 3 ] s&o as habituais condigbes de nao negatividade das
variaveis (que nao serdo consideradas 'restricdes').

Se o problema for ndo equilibrado, que alteragdes terdo que ser
& introduzidas ?

Representemos 'matricialmente’ as restricbes [ 1 ] e [ 2 ] do Problema dos
Transportes:
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X11 X12 ... X1j ... X1n X21 X22 .. X2j .. X2n ..

Xi1

Xj2 ..

i

Xin ...

Xm1 Xm2

Xmj ...

Xmn

a1
az

aj

1 1

Notas: 1) Os coeficientes ndo representados séo nulos.

2) A coluna da direita representa os termos independentes das restrigées.

Se observarmos com atengdo a matriz dos coeficientes das restricbes de um
Problema dos Transportes constataremos que a estrutura deste problema é muito particular:

e 0s coeficientes ou sdo nulos ou unitarios - os coeficientes unitarios dispdem-se
'em patamares' ou 'em escada' (os 'patamares' correspondem as 'restricdes da oferta”‘e as
'‘escadas’ correspondem as 'restricdes da procura').

e a cada variavel s6 correspondem dois coeficientes unitarios - genericamente,

variavel Xij corresponderao coeficientes unitarios na i-ésima 'restricdo da oferta’ =

a

na

j-ésima 'restricao da procura’ (todos os outros coeficientes, relativos a essa variavel, sserao

nulos).

e um problema genérico dos transportes com m fontes de oferta e n pontos de
procura, correspondera a m + n restricoes. No entanto, dado que se esta a considerar
que o problema é equilibrado, é possivel estabelecer-se uma relagao entre essas restricdes
(a soma dos termos independentes das 'restricdes da oferta’ devera ser igual a soma dos
termos independentes das 'restrigbes da procura'), pelo que, teremos apenas m + n - 1
restricdes independentes.

A resolugdo de um Problema dos Transportes pode fazer-se por recurso ao
Algoritmo Simplex, ja que este € um problema de Programacao Linear. No entanto, tal seria
muito trabalhoso, ja& que, mesmo para um numero baixo de fontes de oferta e pontos de
procura, se teria um elevado numero de restri¢cdes.

Atendendo a particularissima estrutura do 'Problema dos Transportes' foi possivel
desenvolver um algoritmo eficiente para a resolugao deste problema: o Algoritmo dos
Transportes.

e O Algoritmo dos Transportes

124



Admitamos estar perante um Problema dos Transportes equilibrado com m 'fontes
de oferta’ e n 'pontos de procura’. Sistematizemos os 6 passos a seguir pelo Algoritmo dos
Transportes para a sua resolugao:

e 1 ¢ Construir um 'Quadro dos Transportes' com uma linha para cada 'fonte de
oferta’ e uma coluna para cada 'ponto de procura', isto €, com m linhas e n colunas, como
se esquematiza em seguida:

C1 Cc2 Cj Cn
F1 a1
c11 c12 C1j C1n
F2 a2
€21 €22 C2j C2n
Fi aj
Ci1 Ci2 Cij Cin
Fm am
cm1 Cm2 Cmj Cmn
b1 b2 bj bn

No canto inferior direito de cada 'célula’ correspondente ao transporte a efectiar
de uma fonte de oferta para um ponto de procura indica-se o correspondente cusio
unitario de transporte.

A direita de cada linha (correspondente a uma fonte de oferta) indica-se a
correspondente disponibilidade.

Em baixo de cada coluna (correspondente a um ponto de procura) indica-se a
correspondente necessidade.

e 2 ¢ Arbitrar uma solugao inicial. Para tal, poderemos recorrer ao Método do
Canto NW, ou ao Método do Custo Minimo.

¢ 3 » Verificar se a solugdo é degenerada.

e 4 ¢« \erificar a optimalidade da solugdo em analise.

e 5 ¢ Se a solugdo em analise nao for optima, determinar qual a variavel ndo basica
que deve entrar para a base e determinar o valor maximo que essa variavel pode tomar.

e 6 o Proceder ao incremento da variavel que vai entrar para a base e aos
correspondentes ajustamentos no 'Quadro dos Transportes'. Voltar ao passo e 3 e .

Apliquemos o Algoritmo dos Transportes para resolver o Problema dos Transportes
correspondente ao seguinte 'Quadro dos Transportes":

X Y Z
| | | | Nota: Custos
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200

e 1 ¢ Construir um 'Quadro dos Transportes' v/

50

e 2 ¢ Arbitrar uma solugéo inicial.

150

Comecemos por apresentar o Método do Canto NW:
a) seleccionar a 'célula’ ainda n&o preenchida situada no 'Canto NW' (i.e.,R).
b) atribuir a essa célula o maior valor possivel, respeitando simultdneamente
a disponibilidade da 'fonte de oferta' e a necessidade do 'ponto de procura’
correspondentes.
Repetir a) e b) até o 'Quadro dos Transportes' estar completamente preenchido.

50

250

100

unitarios de
transporte em
u.m. / unidade

50

250

100

X Y z
[3] [1] [3]
[2] [9] [3]
- [5] - [ 7] — [2]

Sombreou-se o 'Canto NW'.

A 'fonte de oferta’ A pode fornecer, no maximo; 50
unidades e o 'ponto de consumo' X necessita de 200 unidades de produto.

Assim, o maior

valor possivel que se pode atribuir a xax sera igual a min ( 50 ; 200 ), isto &, 50 unidades:

De notar que quando se atribui a xax o valor

a disponibilidade da 'fonte de oferta’, ou as necessidades do 'ponto de procura'.

X Y z

50 0 0
[3] [1] [3]
[2] [o] [3]
[5] [7] [2]

200 50 150

50

250

100

50, 'esgota-se' a capacidade de
fornecimento da 'fonte de oferta’ A, pelo que é imediata a atribuicdo do valor 0 a xay € Xaz .
Desde ja se chama a atengao para o facto de, normalmente, se 'esgotar' apenas ou

excepcional ocorrem simulataneamente essas duas situagoes.

se-a uma situagao de degenerescéncia.
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Assinalemos o novo 'Canto NW' disponivel:

X Y z

A 50 0 0 50
[3] [1] [3]

B 250
[2] [9] [3]

C 100
[5] [ 7] [2]

200 50 150

A 'fonte de oferta’' B pode fornecer, no maximo, 250 unidades e o 'ponto de consumo'
X necessita agora de 150 unidades de produto (ja que a 'fonte' A fornecera 50 unidades).
Assim, o maior valor possivel que se pode atribuir a xgx sera igual a min ( 250 ; 150 ), isto
€, 150 unidades.

X Y z

A 50 0 0 50
[3] [1] [3]

B 150 250
[2] [9] [3]

C 0 100
[5] [ 7] [2]

200 50 150

De notar que quando se atribui a xgx o valor 150, 'esgota-se' as necessidades
do'ponto de consumo' X, pelo que é imediata a atribuicdo do valor 0 a x¢y -

De notar ainda que nesta etapa do preenchimento do 'Quadro dos Transportes'
apenas se 'esgotou a coluna X' ...

Assinalemos o novo 'Canto NW' disponivel:

X Y z

A 50 0 0 50
[3] [1] [3]

B 150 250
[2] [9] [3]

C 0 100
[5] [ 7] [2]

200 50 150

A 'fonte de oferta’ B pode agora fornecer, no maximo, 100 unidades (ja que ja
fornece 150 unidades a X) e o 'ponto de consumo' Y necessita de 50 unidades de produto.
Assim, o maior valor possivel que se pode atribuir a xgy sera igual a min ( 100 ; 50 ), isto &,
50 unidades.
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X Y z
A 50 0 0 50
[3] [1] [3]
B 150 50 250
[2 ] [9] [3]
C 0 0 100
[5] [ 7] [2]
200 50 150

De notar que quando se atribui a xgy o valor 50, 'esgota-se' as necessidades do

'ponto de consumo' Y, pelo que é imediata a atribuicdo do valor 0 a xcgy -

De notar ainda que nesta etapa do preenchimento do 'Quadro dos Transportes'

apenas se 'esgotou a coluna Y' ...

Assinalemos o novo 'Canto NW' disponivel:

X Y z
A 50 0 0 50
[3] [1] [3]
B 150 50 250
[2] [9] [3]
C 0 0 100
[5] [ 7] [2]
200 50 150

A 'fonte de oferta' B pode agora fornecer, no maximo, 50 unidades (ja que ja fornece

150 unidades a X e 50 unidades a Y) e o 'ponto de consumo' Z necessita de 150 unidades

de produto. Assim, o maior valor possivel que se pode atribuir a xgz sera igua!”a
min ( 50 ; 150 ), isto &, 50 unidades.
X Y Z
A 50 0 0 50
| 3 | 1 3
B 150 50 50 250
[2] [ 9] [ 3]
C 0 0 100
[ 5] [ 7] [2]
200 50 150

De notar que quando se atribui a xgz o valor 50, apenas se 'esgota’ a disponibilidade

da 'fonte de oferta' B (‘esgota-se a linha B').

Resta finalmente a célula CZ, sendo de 100 unidades o correspondente valor, ja que
o 'ponto de consumo' Z necessita de um total de 150 unidades, recebendo ja 50 unidades de
B e, por outro lado, a 'fonte de oferta’ C pode proporcionar um envio maximo de 100
unidades. Assim, o valor a atribuir a xgz sera igual a min ( 100 ; 100 ), isto &, 100
unidades.
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X Y z
50 0 0 50
[3] [1] [3]
150 50 50 250
[2] [9] [3]
0 0 100 100
[5] [ 7] [2]
200 50 150

De notar que, quando se completa o preenchimento do 'Quadro dos Transportes' se
esgota sempre simultaneamente 'a linha' e 'a coluna' correspondentes a célula que entéo se
preenche. Tal ndo indicia qualquer situacdo de degenerescéncia ...

Temos, agora, uma solugao inicial para o nosso Problema de Transportes:

X Y Z

A 50 0 0 50

[3] [1] [3]

B 150 50 50 250

S
B
B

C 0 0 100 100

B
N
)

200 50 150

Antes de prosseguirmos podemos 'traduzir' a solucao inicial representada pelo
'Quadro dos Transportes' anterior:

Xax=50; xay=0;xaz=0; xgx=150; xgy=50; xgz=50; Xcx=0; Xcy=0; xcz=100

Poderemos determinar facilmente o custo associado a esta solugéo:
C1ot=50.3+0.1+0.3+150.2+50.9+50.3+0.5+0.7+100.2 = 1250 u.m.

Claro que de imediato surge uma pergunta ébvia: ' Sera este o valor minimo
possivel do Custo Total de Transporte ? ', ou, o que é o mesmo, ' Sera esta a solugao
optima ?'.

Para respondermos a esta(s) pergunta(s) deveremos prosseguir a aplicacdo do
Algoritmo dos Transportes:
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e 3 ¢ Verificar se a solugédo é degenerada.

Este € um cuidado que deveremos ter para evitar 'dissabores'...

Ja se referiu que a um Problema dos Transportes com m ‘fontes de oferta’' e n
'pontos de procura' estdo associadas m + n - 1 restrigdes independentes. Assim,
uma solucgao deste problema sera basica niao degenerada se tiver exactamente m
+ n -1 variaveis basicas (i.e., positivas). Se o numero de variaveis positivas for inferior a
m + n - 1, estaremos perante uma solugédo béasica degenerada (e teremos que ter alguns
cuidados antes de prosseguirmos...).

Assim, relativamente ao problema que estamos a resolver, tem-se:

n° variaveis basicas= m+n-1 =5 v

Ou seja, a solugao inicial arbitrada é basica ndo degenerada.

¢ 4 o Verificar a optimalidade da solugdo em analise.

Quando apresentamos o Algoritmo Simplex para a resolu¢do de problemas de
Programacao Linear, concluimos que para verificar a optimalidade de uma dada solucéo era
necessario re-escrever a fungao objectivo apenas em fun¢ao das variaveis nao basicas.

Neste problema pretendemos re-escrever a fungdo Ctot em fungdo de Xay, Xaz, Xcx €
Xcy isto &,

Crot=3.-xax+1.xay+3.xaz +2.xgx +9.xgy +3.Xgz +5.Xcx +7.Xcy +2. Xz
=0.xaxt+?.xay+?.xaz +0.xgx +0.xgy +0.xgz +?.Xcx +?.Xcy +0.xcz+ K

em que K corresponde ao custo da solugao em analise.

Pretendemos, assim, passar da representacao Crot=X X Cij- Xjj parza

Crot=22 Cljj-Xjj +K com c'j=0 paratodas as variaveis x;; basicas .

Para obtermos os novos valores dos custos unitarios, €'ij , poderemos adoptar o
seguinte procedimento:

Definir  €'ij = CGjj - Ui - Vj com C'jj=0 para todas as variaveis Xx;j
basicas, isto é, paraas m + n -1 variaveis basicas sera valida a igualdade Cijj
=u + vj .

Note-se que a cada linha do 'Quadro dos Transportes' se esta a afectar um
coeficiente Ui e a cada coluna um coeficiente Vj. Assim, teremos que determinar
m valores para os m coeficientes Ui e n valores para os coeficientes Vj a partir das
m+n -1 equagbes Cij = Ui + Vj correspondentes as variaveis basicas. Teremos,
assim, um sistema de m + n -1 equagdes a m + n incognitas, que (como se
sabe) nunca podera ser possivel e determinado.

Arbitrando um valor de uma incégnita (de preferéncia, atribuir o valor zero a
uma incognita que intervenha em muitas equacgdes), poderemos determinar os valores
das restantes incognitas.

A partir dos valores dos coeficientes Ui e Vj determinados pela resolugcao
do sistema referido, poderemos calcular os desejados novos valores dos custos C'jj
correspondentes as variaveis nao basicas, o que nos permitira saber se a solugido em
analise é, ou nao, optima.
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De notar que os novos valores dos custos C'ij correspondentes as varidveis nao
basicas ndo se alteram com uma eventual mudanga do valor inicialmente arbitrado (ou da
variavel) - essa mudancga podera reflectir-se nos valores de Uie Vj (mas néo afecta Cij ).

Retornemos ao exercicio que apresentamos, para aplicar o procedimento descrito.

Escrevamos, para as 5 variaveis basicas, a correspondente igualdade cj; = uj + vj:

CAX = up+ vy = upa+tvy =3
CBx = ug+ vy = ugtvy = 2
CBY = Up + vy = ugtvy =9
Cgz = uptvz < ug+vz = 3
Ccz = Uctvz = uct+vz = 2

Dado que a variavel UB intervém em trés das cinco equagdes, se arbitrarmos

ug =0 , resolvemos com facilidade o sistema de cinco equacdes, obtendo Ua = 1; ug
=0;uc=-1;vy=2;vww=9evz=3.

Poderemos, agora, determinar os novos valores de C'ij correspondentes as
variaveis nao basicas:

C'AY=CAy-uA-VY = C'AY=1 -1-9=-9
C'Az =Caz -Up-Vz = c'az=3-1-3=-1
c'cx = Ccx - Uc - Vx 2= C'cx=5+1-2=+4
c'cy =Cgy - Uc - Vy < Cecy=7+1-9=-1

Poderemos, agora, re-escrever Cret :

Crot=3.Xax+1.xay+3.Xaz +2.xgx +9.xgy +3.Xgz +5.%Xcx +7.Xcy +2.X%Xcz

=0.Xax-9.Xay-1.xaz+0.xgx +0.xgy+0.xgz+4.xcx -1.Xcy+0.xcz+ 1250

E facil concluir que se se incrementar o valor de xay, Xaz Ou Xcy estaremos.a
diminuir o valor de Ctot. Ora como pretendemos minimizar o valor de Ctot, poderemos
concluir que a solugdo em analise nao é éptima.

Fagcamos uma breve interrup¢do na resolugdo do problema apresentado, para
fazermos alguns comentarios.

Recordemos que os novos valores dos custos C'ij correspondentes as variaveis ndo
basicas ndo se alteram com uma eventual mudanga do valor inicialmente arbitrado (ou da
variavel) - essa mudancga podera reflectir-se nos valores de Ui e Vj (mas ndo afecta C'ij ).
Para que nao restem duvidas, sugere-se que trabalhe um pouquinho ...
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& Arbitre inicialmente UA=0 e determine os restantes valores de Uie Vj.

Determine agora os novos valores dos custos C'ij correspondentes as
variaveis nao basicas e constate que coincidem com os valores obtidos

quando inicialmente se tinha considerado U = 0.

A determinacdo dos valores de Ui e Vj ndo nos obriga a escrever formalmente o
sistema de equacgbes e a resolvé-lo. Com efeito, poderemos determinar esses valores

directamente a partir do 'Quadro dos Transportes'.

Para tal, comegamos por associar ao Quadro uma constante Ui por cada linha e uma
constante Vj por cada coluna. Arbitramos o valor de uma das constantes (regra geral,
atribuimos o valor 0 a constante associada a fila do Quadro com maior nimero de variaveis
basicas). Finalmente, a partir das células correspondentes as variaveis basicas,
determinamos os valores de Ui e Vj por resolugdo das correspondentes equagdes Cij = Ui + V;.

Comecemos por considerar o 'Quadro dos Transportes' correspondente a solugéo

inicial obtida para o problema que estamos a tratar:

X Y z

A 50 50 ua

B 250  uB

C 100  uc

A 50 ua

B 250 [ ug=
C 100  uc
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Comegamos por indi-

car as constantes Ui e
V.
J-

Inutilizamos' as célu-
las correspondentes
as variaveis néao basi-
cas, que nao serao
utilizadas para a d=-

terminagao dos valo-
resde Uje Vj.

Fila com maior nume-
ro de variaveis basi-
cas: 22 linha — arbi-
trarus=0.

CBx=UB+ VX &
S2=0+ WX
o Vx=2

Analogamente se de-
termina vy e vz g partir

de XBY e CBz |,
respectivamente.



50 Ua =

250 ug=0

A partirde vy =2 e

100 Uc = da var. basica XAX;
determina-se up
200 50 150 3=Ua+2 &
Vx=2 Vy=9 vz=3 s ua=1

250 Up=10

A partirde vz=3 e

100 Uc = da var. basica Xcz.
determina-se uc.
200 50 150 2=Uc+3 &
Vx=2 Vy=9 vz=3 S Uc=-1
ua=1
Ug=0
Uc=-1
200 50 150
Vx=2 Vy=9 vz=3 Ejaesta!

Sabemos que os valores de Ui e Vj foram determinados de modo a que, para todas
as variaveis basicas, C'ij = Cij-Uj-Vj = 0. |Interess-nos, agora, calcular os valores ce
c'j = cjj - uj - vj relativos as variaveis nédo basicas, o que poderemos fazer facilmente @
partir do ultimo 'Quadro dos Transportes' apresentado. Registaremos no canto infericr
esquerdo de cada ceélula o correspondente valor de c'j (obviamente igual a 0, para as
variaveis basicas).
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50 ua=1

250 ug=0

100

50 Ua=1

250 Ug=10

X Y Y4
A 50 0 0
0 | [3] 1 ENE [3]
B 150 50 50
0 | [2]0] [9]0] [3
C 0 0 100
[ [51 1 [710] [2]
200 50 150
Vx= 2 Vy= Vz=3
X Y Z
A 50 0 0
(0] [3]-9] [1]-1] [3]
B 150 50 50
[ 0] [2]0] [o]0] [3
C 0 0 100
[+4] [5[1] [7]0] [2]
200 50 150
Vx=2 Vy= Vz=3
¢ ¢ 0

100 Uc=-1

Retornemos a resolugao do problema apresentado:

Comegamos por re-
gistar os €'ij = 0 rela-
tivos as var. basicas.

C'AY = CAy-Ua-Vy

c'ay = 1-1-9=-9

C'Az = Caz-Ua-Vz

c'az=3-1-3=-1

c'cx = Ccx-Uc - Vx

Ccx=5+1-2=+4
c'cy = Cccy-Uc-Vy

Coy = 7+1-9=-1
Ejaesta!

Destacamos os c'jj< 0!

Ja tinhamos referido que a existéncia de, pelo menos, um coeficiente c'ij

negativo indica que a solugcdo em analise nao é optima -

estamos, obviamente;- a

considerar que a fungao objectivo se encontra expressa apenas em fungao das variaveis nao

basicas ( pelo que para as variaveis basicas sera valida a igualdade Cij = 0).

Assim,

reafirmamos que a solugdo em analise ndo é a solugdo 6ptima do problema.

e 5 o

negativo.

A semelhanga do procedimento seguido no Algoritmo Simplex Primal,
seleccionaremos para entrar na base a variavel correspondente ao coeficiente € ij mais

De notar que C'j indica o acréscimo (decréscimo se for negativo) da fungao

objectivo correspondente a um incremento unitario da correspondente variavel.

Assim, seleccionamos XAY para entrar na base, isto é, para ser incrementada.
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E qual o incremento méaximo, 0, que pode ser dado a variavel Xay ?

Para determinarmos esse valor, incrementaremos, no 'Quadro dos Transportes' a
célula correspondente a XAy de O :

X Y z
A 50 0+ 0 0 50 ua=1
0] [3]-9] [1]-1] [3
B 150 50 50 250
0] [2]0] [o]0] [3
C 0 0 100 100 uc=-1
[+4] [5[-1] [710] [2
200 50 150
Vx=2 Vy=9 Vz=3

Para se respeitar as capacidades de oferta das varias fontes de oferta

necessidades dos varios pontos de procura, deveremos 're-equilibrar’' o Quadro, somando
e subtraindo 6, nas células correspondentes as variaveis basicas necessarias ao re-
-equilibrio. S6 assim se garante que apenas a variavel seleccionada entre na base, com a
correspondente saida de uma variavel que, até ai, se encontrava na base:

X Y z
A 50 -6 0+60 0 50 ua=1
0] [3]-9] [ ][] [3
B 150+ 0 50 -0 50 250
0] [2]0] [9]0] [3
C 0 0 100 100 uc=-1
[+4] [5[1] [7]0] [2
200 50 150
Vx= 2 Vy=9 vz=3

Qualquer valor positivo de 6 pode ser atribuido, sem qualquer perturbacao das
variaveis XAy e XBX. No entanto, é preciso termos cuidado com as variaveis XAX e XBY ja
que estamos a subtriar 6 ao seu actual valor e essas variaveis (como todas as demais) néo
podem ser negativas !

Assim, 50 -6 >0

& 0<50 = 6mnhsx=50.

e 6 o Poderemos agora iniciar a 22 iteragao, escrevendo o 'Quadro dos
Transportes' correspondente a nova solugéo em analise:
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X Y Z
A 50-0 0+0 0 50 ua=1
0] [3]-9] ENEN [3
B 150+ 0 50 - 0 50 250
[ 0] [2]0] [o]0] [3
c 0 0 100 100 uc=-1
[+4] [5]1] [710] [2
200 50 150
Vx= 2 Vy=9 Vz=3
o=50 4}
X Y Z
A 0 50 0 50
[3] [1] [3
B 200 0 50 250
[2] [9] [3
c 0 0 100 100
[5 ] [7] [2
200 50 150

Antes de prosseguirmos, verifiquemos que a diferenga entre os custos da solugao
anterior e da nova solugao éiguala 6. c'poy = 50.(-9)=-450 u.m..

Custo da solucao anterior = 1 250 u.m.
Custo da nova soluggago=50.1+200.2+50.3+100.2 =800 u.m.
AC =-450u.m. v

Prossigamos com o passo
¢ 3 ¢ Verificar se a solugdo em analise é, ou nao, degenerada:

m+n-1=5 = n°varidveis positivas=4 ! — Base degenerada

A solucdo em andlise é bésica degenerada, j3 que o numero de variaveis
estritamente positivas é inferior a m + n -1 . Na realidade, e dado que o nuriero de
variaveis positivas é inferior em 1 unidade relativamente a m + n - 1 , bastaria que ¢ma das
variaveis que tem o valor zero tivesse um valor positivo para que a solugao deixassc de ser
degenerada ....

Observando o modo como se obteve o actual 'Quadro dos Transportes', podemos
constatar que, quando xay entrou na base (tomando o valor 50), alteramos os valores de
Xax, Xgx € Xgy. O 'problema’ ocorreu quando simultaneamente as variaveis xax € Xgy
deixaram a base (passando a valer zero). Normalmente, apenas uma variavel deixa a base,
cedendo o seu lugar a nova variavel que entra na base.
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Quando mais do que uma variavel deixa a base, € conveniente assinalar (por

exemplo, sublinhando) essas variaveis, para posteriormente se escolher a(s) variavel(eis) a
'promover artificialmente para a base.

Neste caso, sublinhamos os zeros correspondentes as variaveis Xax € Xgy.
Interessa-nos considerar que uma dessas variaveis ainda esta na base (embora com um
valor infinitesimal, que designaremos por 0%).

Como regra geral, e uma vez que se pretende minimizar a fungdo objectivo,
escolheremos para integrar artificialmente na base a variavel de menor custo, de entre as
candidatas (assinaladas / sublinhadas).

Neste caso, escolheriamos xax para integrar a
base, ou seja:

X Y z
A 0* 50 0 50
[3] [1] [3
B 200 0 50 250
[ 2] [9] [3
C 0 0 100 100
[ 5] [ 7] [ 2
200 50 150

E agora, poderemos prosseguir, considerando xax uma variavel basica, para efeitos

de determinacdo dos valores de Ui, Vj e C'jj. Esclarecamos, entdo, se a nova solucio
é,0u nao, optima:

o4 e

Determinar Ui, Vj de modo a que C'jj = Cij - Ui - Vj = 0 para as variaveis
basicas.

A Ua=3 II
B ugp=2 I
C Uuc=1 VI
200 50 150
vy= -2 vz=1
I v A\

Nota: Indicou-se a sequéncia seguida para a determinagao dos valores utilizando a numeracéo romana.

Poderemos, agora, calcular os novos custos c'ij = Cjj - Uj - Vj associados as
variaveis nao basicas:

CAz=CAz-UA-VZ=3-3-1=-1

CBy=Cgy-Ug-Vy=9-2+2=+9

Ccx=Ccx-Uc-Vx=5-1-0=+4

Ccy=Ccy-Uc-Vy=7-1+2=+8
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X Y Z

A 0* 50 0 50 ua=3
0] [3]0] [1 ][] [3]
B 200 0 50 250 up=2
0] [2]9] [9]0] [3]
c 0 0 100 100 uc=1
[4] [5]8] [7]0] [2]
200 50 150
vy= -2 vz=1

Conclusdo: A solugédo em andlise ainda n&o é 6ptima.

e 5 e Dado que o unico valor negativo de C'ij corresponde a XAz, dever-se-a
incrementar essa variavel.

X Y Z
A 0* -0 50 0+ 0 50 Ua=3
(0] [3]0] [1[1] [3]
B 200+ 0 0 50-0 250 ug =2
0] [2]9] [9]0] [3]
C 0 0 100 100 Uc=1
(4] [5[8] [7]0] [2]
200 50 150
Vx=0 Vy= -2 Vz=1
Determinemos Omax: 0*-06>0 A 50-0 >0 < 06 < 0%, ouseia, 0

— *
max = 0*.

e 6 e Actualizemos o 'Quadro dos Transportes":

X Y Z

A 0*-90 50 0+ 0 50
(0] [3]0] EREN [3]

B 200+ 6 0 50-6 250
0] [2]09] [o]0] [3]

Cc 0 0 100 100
[ 4] [518] [710] [2]

200 50 150
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X Y Z
A 0 50 0* 50
B 200 0 50 250
C 0 0 100 100
200 50 150
Vx= Vy= Vz=

e 3 o

em termos praticos, ela coincide com a anterior ...

promovida a basica ...).

Dispomos, no entanto, de cinco variaveis basicas a partir das quais determinaremos

os valores dos coeficientes Uie Vj.

o 4 o

a solugcao em analise &, ou nao, 6ptima.

Vx= -1
VI

Nota: Indicou-se a sequéncia seguida para a determinagéao dos valores utilizando a numeragéo romana.

Poderemos, agora, calcular os novos custos c'ij = Cjj - Uj - Vj

variaveis nao basicas:

C'AX=CAX-UA-VX=3-3+1=+1

Y z
0* 50
3
50 250
3
100 100
2
150
Vy= -2 vVz=0
v |

C'BYy=CBY-UB-VYy=90-3+2=+38
Ccx=Ccx-Uc-Vx=5-2+1=+4
c'cy=Ccy-Uc-Vy=7-2+2=+7

Dado que os novos custos C'ij associados as variaveis ndo basicas sdo positivos,
estamos perante a solugao éptima do problema:

X*ax=0
X*BX =200
X*cx=0

X*ay=50 ;
X*gy=0 ;
X*cy=0
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X*az=0;
x*gz =50 ;
X*CZ =100.

ua

up

uc

De notar que a 'nova' solugao continua a ser degenerada. (Na realidade, e
Apenas se alterou a variavel nula que é

Determinemos os valores dos coeficientes Ui e Vj, com vista a apurarmos se

associsdos as



O custo associado a esta solugdo nao difere do custo da solugdo anterior, ja que
as variaveis estritamente positivas sdo as mesmas e com os mesmos valores nas duas
solucdes. Assim, C*1ot= 800 u.m. .

Como ja se referiu, as duas Ultimas solugdes, em termos praticos, coincidem. No
entanto, sob o ponto de vista formal, as bases correspondentes séo diferentes (num dos
casos xax esta na base; no outro é xaz que esta na base)...

Retomemos o inicio da resolugédo do exercicio apresentado, para utilizarmos, como
alternativa ao Método do Canto NW o Método do Custo Minimo para determinagdo de uma
solugao inicial.

e 2 ¢ Arbitrar uma solugéo inicial.

Comecemos por apresentar o Método do Custo Minimo:
a) seleccionar a 'célula' ainda n&o preenchida correspondente ao menor
valor de custo unitario de transporte;
b) atribuir a essa célula o maior valor possivel, respeitando simultdneamente
a disponibilidade da 'fonte de oferta' e a necessidade do 'ponto de procura’
correspondentes.

Repetir a) e b) até o 'Quadro dos Transportes' estar completamente preenchido.

Exemplifiquemos a sua aplicagdo com o problema apresentado:

X Y Z

A 50
[3] [1] [3]

B 250
[2] [9 [3]

C 100
[5 ] [ 7] [2]

200 50 150

Sombreou-se a 'célula' correspondente ao menor valor de custo unitario de
transporte. A 'fonte de oferta’ A pode fornecer, no maximo, 50 unidades e o-'ponto de
consumo' Y necessita de 50 unidades de produto. Assim, o maior valor possivel que se
pode atribuir a xay sera igual a min ( 50 ; 50 ), isto &, 50 unidades.

X Y Z

A 0 50 0 50
[3] [1] [3]

B 0 250
[2] [9] [3]

C 0 100
[5 ] [7] [2]

200 50 150

140



De notar que quando se atribui a xay o0 valor 50, 'esgota-se' simultaneamente a
'linha A' e a 'coluna Y', o que ira originar uma situacdo de degenerescéncia. Por esse
motivo, assinalamos os zeros registados no quadro, sublinhando-os.

Assinalemos a nova 'célula’ (ainda ndo preenchida) correspondente ao menor valor
de custo unitario de transporte:

X Y z
A 0 50 0 50
[3] [1] [3]
B 0 250
[2 ] [9] [3]
C 0 100
[5] [ 7] [2]
200 50 150

De notar que poderiamos ter optado pela variavel xgz a que corresponde 0 mésmo
custo unitario de transporte.

A 'fonte de oferta’' B pode fornecer, no maximo, 250 unidades e o 'ponto de consumo'
X necessita de 200 unidades de produto. Assim, o maior valor possivel que se pode airibuir
a xgx sera igual a min ( 250 ; 200 ), isto é, 200 unidades.

X Y Z
A 0 50 0 50
[3] [1] [3]
B 200 0 250
[2] [9] [3]
C 0 0 100
[5] [ 7] [2]
200 50 150

Esgotou-se a 'coluna X'.

Assinalemos a nova 'célula’ (ainda ndo preenchida) correspondente ao menor valor

de custo unitario de transporte:

X Y Z
A 0 50 0
[ 3] [1] [ 3]
B 200 0
[ 2] [ 9] [ 3]
C 0 0
[ 5] [ 7] [ 2]
200 50 150
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A ‘fonte de oferta’ C pode fornecer, no maximo, 100 unidades ( na realidade, tera que
fornecer obrigatoriamente essas 100 unidades a Z, ja que ndo efectuou qualquer
fornecimento a X e a Y ... ) e o 'ponto de consumo' Z necessita de 150 unidades de produto.
Assim, o maior valor possivel que se pode atribuir a xcz sera igual a min (100 ; 150 ), isto &,
100 unidades.

X Y z

A 0 50 0 50
[3] [1] [3]

B 200 0 250
[2] [9] [3]

C 0 0 100 100
[5] [ 7] [2]

200 50 150

Esgotou-se a 'linha C'.

Finalmente, resta-nos preencher a célula relativa & variavel xgz. E imediata a
atribuicdo de 50 wunidades a essa variavel, esgotando-se simultaneamente as
correspondentes linha e coluna (como sempre acontece com o preenchimento da 'Gltima’
célula).

X Y Z

A 0 50 0 50

[ 3] [1] [ 3]
B 200 0 50 250

[2] [9] [ 3]
C 0 0 100 100

[ 5] [ 7] [2]

200 50 150
E pronto ! Eis a solugéo inicial obtida a partir do Método do Custo Minimo.

De notar que o custo total de transporte correspondente é igual a 800 u.m. - valor
inferior ao do custo da solugao inicial obtida a partir do Método do Canto NW ... e, por
acaso, até ja sabemos que este é o valor minimo correspondente a este problema ...

Usualmente, a solugao inicial obtida a partir do Método do Custo Minimo
apresenta um custo total de transporte inferior ao valor correspondente da solugao
inicial obtida a partir do Método do Canto NW. Assim, em geral, o processo iterativo
descrito € mais 'rapido' quando se adopta a solugdo inicial obtida a partir do Método do
Custo Minimo.

Se pretendessemos prosseguir a aplicacdo do Algoritmo dos Transportes ao
problema apresentado a partir da solugao inicial obtida com o Método do Custo Minimo,
passariamos ao passo

e 3 o \Verificar se a solugdo €, ou ndo, degenerada:
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n® variaveis positivas =4 # m+n-1=5 = Solugcdo degenerada.

Como se referiu anteriormente, ao esgotarmos simulataneamente a 'linha A' e a
'coluna Y' quando se fez a primeira atribuicdo de um valor a uma célula originamos a
situacdo de degenerescéncia.

Para podermos prosseguir a aplicacdo do Algoritmo dos Transportes, é necessario
'promover' uma das variaveis nulas para a base. Escolheremos, de entre as variaveis com
valor O resultante do 'esgotamento’ simultdneo da 'linha A" e 'coluna Y' ( 0 no quadro ), a
variavel com custo unitario de transporte mais baixo.

Assim, poderiamos optar por seleccionar Xax OU Xaz . Como por acaso, ja
resolvemos o problema ... até sabemos que se xaz pertencer a base (com o valor 0*) se
esta perante a solugdo 6ptima ...

Recordemos que as situagoes de degenerescéncia podem ocorrer quando:

i) ao determinar uma solugéo inicial e ao atribuir um valor a uma variavel se 'esgota’
simultaneamente quer a correspondente linha, quer a correspondente coluna.

ii) se actualiza um 'Quadro dos Transportes' e se verifica que mais de uma variavel
basica (a que se subtrai 0) deixa a base.

Para podermos prosseguir com a aplicagdo do Algoritmo dos Transportes,
deveremos 'promover' uma (ou, se necessario, mais) variavel nula para a base - escolhemos
uma variavel nula, de entre as que tenham resultado da situagao i) ou ii), com o0 menor custo
unitario de transporte e atribuimos-lhe o valor 0%, considerando-a, entdo, como variavel
basica.

Um reparo deve ser feito relativamente ao reequilibrio dos 'Quadros dos
Transportes': a excepg¢ao da variavel ndo basica que vai entrar na base, todas as outras
variaveis intervenientes nas 'operagdes de re-equilibrio' deverao ser variaveis basicas. Por
vezes, nao conseguimos re-equilibrar um 'Quadro dos Transportes' apenas com quatro
variaveis - veja-se o exemplo seguinte:

X Y z w

A 0 0 150 50 200

B 100 50 50 0 200

c 0 0+0 0 100 100
100 50 200 150

Imagine que se pretendia incrementar a variavel xcy, fazendo-a entrar para a base.
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Para re-equilibrar a 'coluna Y' s6 poderiamos subtrair 6 a xgy;
re-equilibrar a 'linha C' s6 poderiamos subtrair 6 a xgw.

por outro lado, para

X Y z w
0 0 150 50 200
100 50 - 0 50 0 200
0 0+0 0 100 - 0 100
100 50 200 150

Torna-se, agora, necessario, re-equilibrar a 'linha B' e a 'coluna W'.

Relativamente a

'‘coluna W' sé poderemos somar 6 a xaw €, ver-nos-emos obrigados a subtrair 6 a xxz.
Assim, o re-equilibrio da 'linha B' deve ser feito somando 6 a xgz 0 que termina o processo
de re-equilibrio ...

X Y Z W
0 0 150 - © 50 + 0 200
100 50 -0 50+ 0 0 200
0 0+0 0 100 - O 100
100 50 200 150
Ja agora ... Aproveitemos para determinar o maior valor possivel do incremento 6

correspondente ao Quadro anterior:

150-6 20 A 50-6 >0 A 100-6 20 < 06 <50 < Omnax = 50

- Problemas dos Transportes Desequilibrados

Recordemos a formulagao do 'Problema dos Transportes':

Seja Xij a quantidade a transportar da 'fonte de oferta' i para o
'ponto de consumo' j.

O problema pode apresentar-se do modo seguinte:
m n

X X Cjj . Xjj

i=1 j=1

MIN C =

sujeito a:
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n
Z xjj=aj (i=1,2,..,m) [11]
=1
m
Z xjj=bj (j=1,2,..,n) [2]
i=1
Xjj 2 0 [31]
m
O somatério 2 aj designa o total das disponibilidades das ‘fontes de oferta’.
i=1
n
O somatério Z bj designa o total das necessidades dos 'pontos de consumo'.
=1

¢ Se o total das disponibilidades (que designaremos, abreviadamente, por ¥ a; ) for
inferior ao total das necessidades (que designaremos, abreviadamente, por ¥ b; ), teremos
uma situagdo de procura superior a oferta, pelo que, para podermos recorrer ao Algoritmo
dos Transportes, deveremos tornar o problema equilibrado, o que se consegue -com a
criagao de uma ‘fonte de oferta’ ficticia com capacidade de oferta igual a (X~ b;-Za;) .

No que respeita ao 'Quadro dos Transportes', esta 'fonte de oferta' ficticia,
corresponde a uma nova linha. Os valores das variaveis dessa linha correspondeirdo as
necessidades nao satisfeitas, relativamente aos diversos 'pontos de procura'. Assim, em
termos praticos, esses valores representam quantidades desejadas mas nao satisfeitas, pelo
que nao ha um transporte efectivo que lhes seja associado. Assim, os correspondentes
'custos unitarios de transporte' poderao, por este ponto de vista, ser nulos.

Se existirem multas previstas pelo ndo fornecimento a algum(ns) 'ponto(s) de
procura', fara sentido que os valores unitarios de multa possam ser utilizados como 'custos
unitarios de transporte'.

Se se pretender garantir que o fornecimento de um dado 'ponto de consumo' é feito
integralmente, entdo havera que garantir que a 'fonte ficticia' abaste¢a 0 unidades a esse
'ponto de consumo'. Tal pode conseguir-se facilmente considerando um 'valor muito
elevado' para o correspondente custo unitario de transporte.

Imagine-se, por exemplo, o problema de fornecimento de oxigénio por parte de duas
fabricas ( A e B com capacidade de producgao de 350 e 200 un. vol. / més, respectivamente )
a trés consumidores ( Hospital, X e Y com necessidades mensais de, respectivamente, 300,
250 e 150 un. vol.). Sabe-se que o total da procura excede a disponibilidade total e
pretende-se garantir o abastecimento integral do Hospital. Admitamos que o problema é
representado pelo seguinte 'Quadro dos Transportes' (custos em u.m. / un. vol.) :
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Hospital X Y

A 350
16 | 16 | 8
B 200
| 14 | 14 | 12
300 250 150
Hospital X Y
A 350
16 | 16 | 8
B 200
14 | 14 | 12
Fict. 150
0 | 0 | 0

300 250 150

Nota: Em termos praticos, relativamente a célula 'Fict. / Hospital' bastaria considerar
um custo unitario de transporte muito mais alto do que os restantes, por exemplo, 1 000 u.m.
/un. vol. .

E agora é so resolver o problema ... Aproveite, para testar as suas
capacidades ...

e Se o total das disponibilidades ( ¥ a; ) for superior ao total das necessidades
( £ bj ), teremos uma situagdo de oferta superior a procura, pelo que, para rodermos
recorrer ao Algoritmo dos Transportes, deveremos tornar o problema equilibrado, 0 que se
consegue com a criagcao de um 'ponto de consumo’ ficticio com necessidad= igual a
( zaj-2 bj ) .

No que respeita ao 'Quadro dos Transportes', este 'ponto de consumao' ficticio,
corresponde a uma nova coluna. Os valores das variaveis dessa coluna corresponderéo as
produg¢ées ndo escoadas, relativamente as diversas 'fontes de oferta’. Assim, em termos
paticos, esses valores representam quantidades produzidas mas néo fornecidas, pelo que
ndo ha um transporte efectivo que Ihes seja associado. Assim, os correspondentes 'custos
unitarios de transporte' poderao, por este ponto de vista, ser nulos.

Se se pretender garantir que a produgdo de uma dada 'fonte de oferta' seja
integralmente escoada, entdo havera que garantir que essa 'fonte de oferta' abasteca 0
unidades ao 'ponto de consumo' ficticio. Tal pode conseguir-se facilmente considerando um
'valor muito elevado' para o correspondente custo unitario de transporte.
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Imagine-se, por exemplo, que dois silos para armazenamento de cereais (A e B, com
capacidade de fornecimento de 350 e 200 toneladas por més, respectivamente) sao
utilizados para o abastecimento de dois consumidores ( X e Y com necessidades mensais
de, respectivamente, 300 e 150 toneladas). Pretende-se garantir que o abastecimenteo seja
feito de tal modo que o silo B esteja vazio no final do més para permitir uma 'inspecgéo
técnica'. Admitamos que o problema é representado pelo seguinte '‘Quadro dos Transportes'
(custos em u.m. / ton.):

X Y
A 350
16 8
B 200
14 12
300 150

X Y Fict.
A 350
16 [ 8 [0
B 200
14 | 12 | 0
300 150 100

diferirem, estaremos perante um ‘problema desequilibrado’' - a sua resolugdo sera
possivel, depois de artificialmente equilibramos o problema.

E agora é so resolver o problema ... Aproveite, para testar as suas
capacidades ...
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- O Problema da Afectagao

Um caso particular do 'Problema dos Transportes' ocorre quando as variaveis s6
podem tomar o valor 1, ou 0 e quando os termos independentes das restricdes sédo todos

iguais a 1.

Este € o conhecido 'Problema da Afectagdao': pretende-se determinar qual o
melhor plano de afectagao, por exemplo, de trabalhadores a maquinas, de modo a minimizar
o custo total de formacao dos trabalhadores.

A variavel Xij toma o valor 1 quando o trabalhador i é afectado a
maquina j, ou 0, caso contrario. O custo €ij pode ser encarado como o
custo de formagédo do trabalhador i para este poder operar com a
maquina j.

O problema pode apresentar-se do modo seguinte:

m n
MIN C = Z X Cjj - Xjj
i=1 j=1
sujeito a:
n
Z xjj=1 (i=1,2,..,m) [1]
=1
m
L xij=1 (j=1,2,..,n) [2]
i=1
xjj € {0;1} [31]

Quando m = n, ha tantas maquinas, quantos os trabalhadores e o problema é
'‘equilibrado’.  Caso contrario, estaremos perante um 'problema desequilibrado' (que se
podera 'equilibrar’ com a introdugao de trabalhador(es) ficticio(s) ou maquina(s) ficticia(s).

O 'Problema da Afectagao’, como caso particular do 'Problema dos Transportes'
pode ser resolvido por utilizagdo do Algoritmo dos Transportes. Neste caso, estar=mos
sempre perante 'solu¢des degeneradas ! [ Porque sera que tal ocorre ? ... ].

A estrutura do 'Problema da Afectagdo' é ainda mais particular do que a do
'Problema dos Transportes', pelo que existe um algoritmo especialmente concebido para a
sua resolugao - o Algoritmo Hungaro (que ndo abordaremos).
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CONCLUSADO

A Programagéao Linear tem um papel fulcral no dmbito da Programagdo Matematica
e, de um modo mais geral, uma grande importancia na Investigacdo Operacional, pelo que
justifica que a nossa abordagem a este tema tenha sido relativamente extensa e incluido
varios tépicos.

O conjunto de tépicos apresentado constitui uma perspectiva equilibrada da
Programacéo Linear. Tentou-se que essa perspectiva apresentasse uma sequéncia que
facilitasse a progressao de quem pela primeira vez contacta com a Programacéo Linear.

Dado que do programa desta disciplina fazem parte outros dominios da Investigacéo
Operacional, a abordagem da Programacéo Linear levada a cabo, n&o incluiu tépicos como
a Técnica da Base Atrtificial, o Algoritmo Simplex Dual, a Programacéo Linear Paramétrica, o
Problema da Afectagao. Estes topicos poderdo ser abordados pelos leitores mais
interessados na Programacao Matemética.
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